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Abstrak: Andaikan A melambangkan kelas fungsi analisis 
"f pada cakera unit terbuka
u={z:lzl<l} dan ternormalkan supaya 
.f(0)=0=/'(0)-1. untuk a>0dan /<1, kelas
R(a,F)={-f eA:Ny[f'(z)+mf'(z))> p, zeU]mengitlakkan kelas-kelas yang telah dikaji oleh
beberapa tokoh matematik. Dengan menggunakan kaedah konvolusi, kita membangunkan perwakilan
kamiran bagi setiap fungsi f e R(a, B). Prinsip subordinasi pula menghasilkan /dalam sebutan a
yang menjamin R(a,B) terdiri daripada fungsi-fungsi univalen. Beberapa sifat kelas R(a,B) akan
diperincikan. Di antaranya, kita memperoleh batas terbaik bagi setiap pekali fungsi
f (z) = z +lf=ranz' e R(a, p) dan menentukan batas terbaik untuk fungsian Fekete-Szegri,
I rl
lo, - par'1, dengan F suatu nombor nyata.
Katakunci: Fungsi univalen, perwakilan kamiran, batas terbaik pekali, fungsian Fekete-Szegri.
1. Pengenalan
Andaikan A melambangkan kelas fungsi analisis 
.t pada cakera unit U = {z: I z l< l} dan
ternormalkan supaya 
"f(0)=0=/'(0)-1. Lambangkan dengan ,S subkelas kepada A ygtrIg terdiri
daripada fungsi-fungsi univalen, iaitu, fungsi yang memetakan U secara satu dengan satu ke dalam
satah kompleks. Unruk a > 0 dan / < l, takrifkan kelas
R(a, F) = {.f e A : Ny[f'(z) + af'(z)]> f , z eU\
Kelas ini merupakan pengitlakan kelas yang telah dikaji oleh beberapa tokoh matematik seperti 1igzyz(1962), Chichra (1977), Singh & Singh (1989), Mocanu (1986), Todorov et al. (t990), serta Fournier
& Ruscheweyh (199a).
Dalam makalah ini, kita akan membangunkan perwakilan kamiran bagi setiap fungsif eR(a,B). Justeru itu fungsi dalam kelas ini dinamakan sebagai fungsi ying dijina oleh
pengoperasi kamiran.
Umumnya fungsi-fungsi f e R(a, F) tidak semestinya univalen. Chichra (1977)
membuktikan bahawa jika /eR(1,0), maka lfy f'(z')>0 bagi zeu, dan dengan demikian,
R (a , F ) Dengan a ditetapkan, timbul persoalan untuk mendapatkan nilai B terkecil yang
menjaminkan R(a, F) c.S, iaitu, masalah untuk mendapatkan nilai
9s =inf {p:R(a,p)cS}. (l.l).
Untuk a=1, Ali (1994) telah memberi penyelesaian lengkap dengan menunjukkan bahawa
! s = Q -logql Q- log4) 
= 
-0.6294.
Daripada penvakilan kamiran kelas R(a, B) , kila akan memperolehi nilai /r. Kita juga akan
menunjukkan bahawa R(a, F) merupakan kelas ftrngsi yang menyusut terhadap B. Seterusnya batas
terbaik bagi setiap pekali frrngsi 
-f (z)= z +[|=zanzn e R(a, F) akan ditentukan, selain
mendapatkan batas terbaik untuk fungsian Fekete-S zegd , lo, - O or'1, dengan p suatu nombor
nyata.
2. Pendahuluan
co@
Jika f(z)= Lonr' dan g(z) = lbnzn adalah analisis pada I zl<R, mzka hasil darab
Hadamard 
^ruu 
t onliousi f * r i"lah fudsioanalisis yang ditakrifl<an oleh siri kuasa
(f * g)(z)= fa,bnz', Irl<R.
n=0
Kita memerlukan beberapa keputusan berikut dalam pengkajian kelas R(a, F).
Lema 1 (AIi 1992). 'Andaikan f e R(a, p). Maka
(a) Ny f'(z)>l+2(l-p)i,(-t)' , ze(J.
n=tl + q.n
(D) x, .f (z) > I + 2(l 
- ,,; (-l)' , z e[J.z '' #-t(l + n)(l + an)
Kedua-dua anggaran ini adalah terbaik. Kenyataan ini dapat dipamerkan menerusifungsi ekstremum
f" e R(a, p) yang ditalcriJkan sebagai
f"(z)=z+2(l- /DLt t ri' ,, ze(J. (2.1)" Ft$+ n)(I+ ot)'
Lema 2 (Singh & Singh t9S9). Jika P(t) analisis pada U, P(0) = 1, dan
Ny P(z)>lf 2, z e(J, maka untuk sebarangfungsi F yang analisis pada U , nilai-nilai (P * F)(z)
terletak dalam hul cembung F(U).
3 Perwakilan kamiran
Teorem 1. Dengan a =V@ +l), c ) -1, dan B <1, setiap fungsi f e R(a, F) dapat
diungkapkan dal am bentuk
f(r)=ic+ t)|r'-tg(n)dt (3.1)
0
dengan g e Po,p = {h e A : Ny h'(z\ > p, z eU\.
Buldi. Unhrk f e R(a, B), tuliskan f '(z) + uf '(z)= g'(z). Maka g e Po,p. Perhatikan bahawa
1 zrildrlr* y'pyf=1, ,it g'1r1 :r 
"f'(")=ry(z)* g'(z), ve)=if-d(dzL ' 'l d m; ol-g
Men gamirkan, diperolehi
1zLl.
f(z) = zv?) * sQ) = Fl C7' sT)d6 = @ +DItc-' s?z)dt. O
Teorem di atas juga menunjukkan bahawa setiap fungsi f e R(a, B) mematuhi persamaan
pembezaan linear peringkat pertama
zf '(z\ + cf (z) = (c + l)g(z).
Perwakilan kamiran fungsi f eR(a,p) digunakan untuk mencirikan beberapa sifat kelas
R(a, f).
Teorem2. Andaikan f eR(a,B) dan ps seperti dalam (l.l), maka nilai ps memenuhi
persamaan
2Fs 
-r 
=l t 0,.2(9s 
-D ol+ t"
Bukti. Katalah A(f) = {B : R(a, p) c,S}, dan f e R(a, p) . Lema I (a) menghasilkan
Ny.f'(z)>l+2(l-p;;.(,t)" =2p-l+2(l - ri',i\,=0 .c+ ?;p:-\-=i .,.' 'itl+ot ' ol+t' 2(Fo-L) ol+t"
Teorem Noshiro-Warschawski (Goodman, 1983) menghasilkan Fo dalam sebutan a yang
mempastikan bahawa / adalah univalen, iaitu, /eS. Oleh kerana FoeA(p), maka BsSBs.
Untuk F < Fo, fungsi f" e R(a, B) yang diberikan oleh (2.1) adalah tak univalen secura
setempat, iaitru, p < po =) f e e(h.Justeru itu /s = Fo. E
Unruk a = l, Teorem 2 menghasilkan keputusan yang dicapai oleh Ali (1994).
Teorem 3. Jika y > a ) 0, maka R(7,p)c. R(a, B).
Bukti. Iika a = 0 dan f e R(y, F), maka Lema l(a) menghasilkan
Nytf '(z)+uf '(z)t=*l;l}-t)t'<,t+f '(z).r,f '@)\,il}-r)o.o)=0,
iaitu, R(y, p) c R(a, B). tr
Teorem 3 ini menunjukkan bahawa R(a,B) merupakan kelas fungsi yang menyusut'untuk
F yangditetapkan. Seterusnya teorem berikut menunjukkan bahawa kelas R(a, B) adalah ternrtup di
bawah operasi konvolusi.
Teorem 4. Katalah f ,geR(a,B) dan h(z)= f (z)* g(z). Maka heR(a,p) iiiks
, t^
1- '- d 
-<p<I dengan M=i17"Iog(l+t)dt.4(a-M) o
Ny f '(z)>2p -r + 2(r - hlr#,>2p -r + 2(r - nt(|)= o,
iaitu, / e R(0, B). oleh sebab il;u, R(y, p) c R(0,B).
Andaikan a>0 dan 7>4. Diperoleh
aJ.
BuhL Dari sifat konvolusi, diperoleh
h'(z) + uh'(z) =lf '(z) + uf '(z))* g(z) .
z
MenurutLema l(b),
o(z\ .o (-l)' 2J- B\t +2 - .-Nyot-' >l+2(t-oI,'1;. =zB-r*2(l: F)p" log(l+r)dr .z ' 'ErQ+ n)(l+ or) a o
Bagi memenuhi hipotesis Lema2, iaitu, Ny g(z)lz >lf 2, krta mensyaratkan
zfi- l\t J-z- I2P-r.Tlr,a log(l +t)dt> r.
'7-Y=l- i) o ix. Memandangkan ,f eR(a,p), LemaZmenghasilkanoleh sebab i'u' 9 t 
o@ 
- 
*) 4(a 
- 
M 1
P jika t---3- <B<r. DNylh'(z)+u,h'(z)l>. - 4(a_ M)
4. Batas Pekali
Teorem 5. Andaikan f(z\ = z +1f,=ranzn e R(a, B). Malca
v,effi, rt=2,3,"" (4.1)
Ketalrsamaan ini adalah terbaik Satu fungsi ekstremum ialah fungsi .f" lang diberilcan oleh (2.1),
co ,n+l
i^itu, f,(z)= z +2(l- nlL_64, z eu.
Bukti. Daripada (3.1), setiap f e R(a, B\ dapat diungkapkan dalam bentuk
f(z) =1c + I;|r"-rg (a)dt, o =+.6 C+l
(4.2)
oAco
Dengan g(z)=r* ibrrn, diperoleh .f(z)=t+ i--3--zn =z+ ionz'. Membandingkan
n=2 n=2 | t A\n - L) n=2
pekali, diperolehi
ar=#, rt=2,3,"'.
Oleh kerana Ny g'(z) > / untuk z eU , maka
t* i ;nb';r'-l = I + lprz' e P,
n=2 r- P n=l
dengan P={p(z)=l+If P,zn tNyp(z)>0, zeUl' Maka (4.2) menjadi
*=ft11=4ffi0'-" n=2'3'"" (4'3)
Diketahui setiap pekali fungsi dalam kelas P dibatasi oleh nombor 2, justeru itu
la-l=L<,2(l-,P) .,r, n=2,3,....
' "' I+a(n-l) nll+a(n-l))'
Ini membuktikan (a.l). D
Teorem 6. Andaikan
ket alrs a m aan y ang ter b aik
f (z) = z +lf,-rarz' e R(a, P)- Malca unuk nombor nyata p, kita ada
?!]-!).-,(ry\' ,3(l+2a) '\l+a/ p<0 $.aa)
(4.4b)
(4.4c)
Bagi (4.4t) dan (4.4 c), saafungsi elcstremum ialah
<orl
foQ)=z+2(l- n, ,e(J.f=, n(t+ a(n - l))'
Manakala untuk (4.4b),satu fungsi elcstremum ialah
frQ)=z+2(t-P\7 :"-'- -' ze(J.
n=z (2n- l)(t + 2a(n - r\)'
Bukti. Daripada (4.3),
lat - wz2l<
2(r- B)
3(l+2a)
Menggunakan keputusan Ali (1995), diperolehi
Perhatikan bahawa,
. o< ua 4(l+a)23(r+aa)(r- B)
(4.s)
(4.6)
(4.8)
tp':-z?)g: h 
- 
l >0 <+ 3p(l + za)(t- p)>Z(t+ a)2 € p>ffi.
2(l+ a)'
Kes I : Apabila prffi, maka (4.8) menjadi
Bs2+r(tpl+za)(t: h -z'llo, tt. (4.e)2[ 2(L+a)" )
Sekali lagi, perhatikan bahawa
3p(l+za)(l-h i\^ 1..t1 ,1-\t1 a\://rr^\2 L. 4(l+a\2
ffi-2>0 <+ 31t(t+2a)(t- p)>4(r+a)2 <+ tr>-ffi-Xt_ p).
Kes l.l: Apabila r>ffi, maka(4.9) menjadi
Sekarang pertirnbangkan
B r, * 1( t pQ -* z")(r : P) 
- 
rlf ri, 
- 
3 p(r + 2a)(!- f) 
_ r.
2 [ 2(t+ a)t ) ' e+ a)z
2(l+a)2 su<_4fi+a\zKes l'2: Apabila 3e+za)(r- h ' 3(l ffi' maka(4'9)menjadi
B s2 + t (tPo + za)(t-- P) 
- 
z)rolt 
= z.2 ( 2e+ a)t
p(I+za)(r- f)
4(l+ a)2
, ll <0
. o< u. Z(t+a)z
' 3(l +za)(t- p)
Maka dari (4.7),
lo' - oo'
2l= r-p B| 3(l+2a)
?ll-P:'.- o(4\' ,3(l+2a) '[+a/
z(r-n 
, os3(l + 2a)
t l'- P\' - ?tr'- !), , F'\l+a/ 3(l+2a)
Untuk (4.4a) d,n (4.4 c), kesamaan berlaku jika
kelas P bagi kes ini ialah p(z) = (l + z)lQ - z). Dengan itu,
p <0
- 
4(l+ a)2
u=:,1116
, 
4(l+ a)z
- 3(l + za)(t- F)
IPrl=2, iaitu, firngsi ekstremum
g'@-B-l+z 
-,t- /t*'\ | 't \t- pL=fi €> s'(z)=(t-olff )* B=(t-p)[-r+fr)+ 9'
Justeru
s(z)=(r- hG z -2lots(I- r)\+ fu =(2F -r)z +2(r- n|t' ,
n=l R
dan daripada (3.1),
t 
.( qtlrh) o zhfo@)=(c+l)ft"-,|(2p-|)tz+2(|-nz.:|dt=z+2(|_nZm.o \ "f,=t n ) ",7=zn(l+a(n-l)\
Untuk (4.4b), kesamaan berlaku jika lp1 l= 0, iaitu, fungsi eksnemum dalam kelas P bagi
kes ini ialah p(z) =1t+ z27f 1t - ,21. Dengan cara yang senrpa, diperoleh fungsi ekstremum
fJ4= z +2(r- B\; , -:'n-' = n
' f=z (2r- l)(t + 2a(n - D)'
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